2. Динамические игры с полной информацией

Раздел 2.1

2.1. Предположим, отец и сын играют в следующую игру.

1. Сын осуществляет действие A, которая приносит ему доход IC(A) и его отцу – доход IP(A). (Под IC(A) подразумевается чистый доход сына за вычетом всех затрат, связанных с действием A). 

2. Зная уровень доходов IC и IP, отец и выбирает размер В наследства сыну. 

Выигрыш сына определяется функция U(IC + В), а выигрыш отца – функцией 

V(IP - В) + kU(IC + В), где k > 0 отражает заботу отца о благополучии сына.

Предположим, что 
· действие измеряется неотрицательном числом A; 

· функции дохода IC(A) и IP(A) строго вогнутые и достигают максимума при AC и AP; 

· наследство В может быть положительным или  отрицательным; 

· функции полезности U и V возрастают и строго вогнуты. 

Докажите теорему: если решение игры определяется обратной индукцией, то сын выберет действие, максимизирующее суммарный доход семьи IC(A) + IP(A). (Хотя только функция выигрыша отца основана на альтруизме.) 

2.2. Теперь предположим, что отец и сын играют в следующую игру.  Пусть доходы IC и IP фиксируются экзогенно. 

1. Сын решает, какую часть S дохода IC  оставить на будущее, потребив сейчас 
(IC –S).

2. Отец знает выбор сына и выбирает размер В наследства сыну. 

Выигрыш сына – сумма функций полезности настоящего и будущего потребления: 

U1(IC - S) + U2(S + В).

Выигрыш отца – функция V(IP - В) + k[U1(IC - S) + U2(S + В)]. 

Предположим, что функции полезности U1, U2 и V возрастают и строго вогнуты. Покажите, что если решение игры определяется обратной индукцией, то сын оставляет на будущее слишком мало, насколько это побуждает отца оставить слишком большое наследство (т.е. выигрыш и отца, и сына мог бы возрасти, если увеличить S и уменьшишь B соответствующим образом).

[image: image1.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

2

1

1

2

2

1

2

1

)

1

(

,

1

1

d

d

d

d

d

d

d

2.3. Предположим, что игроки в игре Рубинштейна (о последовательных переговорах с бесконечным числом периодов) имеют различные факторы дисконтирования: (1 для игрока 1 и (2 – для игрока 2. Адаптируйте аргументы, приведенные в тексте, и покажите, что если решение игры определяется обратной индукцией, то игрок 1 предлагает решение 

игроку 2, и тот соглашается.

2.4. Два партнера хотели бы завершить проект. Каждый из них получит выигрыш V, когда проект завершится, и ничего не получит до его завершения. Затраты по завершению проекта равны R. 

Партнеры решают сыграть в следующую двухпериодную игру. 

1. Партнер 1 решает вложить c1 для завершения проекта. Если этого вклада достаточно для завершения проекта, то игра заканчивается и каждый из партнеров получает V. 

2. Если этого вклада недостаточно для завершения проекта (т.е. c1 < R), то во втором периоде партнер 2 решает вложить c2 для завершения проекта. Если (не дисконтированной) суммы двух вкладов достаточно для завершения проекта, то игра заканчивается и каждый из партнеров получает V. 

3. Если этой суммы недостаточно, то игра заканчивается и оба партнера получают нуль.

Каждый партнер должен искать денежные средства для вклада проект, изымая их из других прибыльных видов деятельности. Оптимальный путь для этого – изъять деньги из менее прибыльного дела. Результирующие  (полные) затраты вклада в проект будет поэтому выпуклой по размеру вклада. Предположим, что для каждого из партнеров стоимость вклада c есть c2. Допустим, что партнер 1 дисконтирует выигрыши второго периода с использованием фактора дисконтирования (. Вычислите для каждой тройки параметров {V,R,(} единственное решение, определяемое обратной индукцией в этой двухпериодной игре. Рассмотрите также случай игры с бесконечным горизонтом. 

2.5. Предположим, фирма хочет, чтобы работник инвестировал в важную для фирмы квалификацию, S, но эти навыки настолько туманны для правления, чтобы оно могло проверить, овладел ли он ими. (Например, фирма могла попросить работника “стать экспертом по новому рынку, на который фирма собирается выйти”). 

Предположим, что на фирме есть две работы: одна - простая  (E), другая – трудная (D), и специальные навыки имеет значение для них обоих работ, но  больше для  трудной работы: yD0 < yE0 < yES < yDS , где yij – выход продукции, произведенной работником на работе i ( = E или D) при уровне квалификации  j ( = 0 или S). Предположим, что фирма обещает заплатить различную заработную плату за эти работы, wE  и wD, но ни одна из зарплат не может быть меньше альтернативной зарплаты, которую мы будем считать равной  0.

Последовательность действий в игре такая: в момент времени 0 фирма определяет wE  и wD  и работник узнает о них. В момент времени 1 работник поступает на работу и может овладеть навыком S, затратив C. (Мы игнорируем продукцию и зарплату в течение первого периода. Поскольку работник еще не овладел навыком, эффективно назначить его на работу E). Предположим, что yDS - yE0 > C, так что инвестирование для работника эффективно. В момент времени 2 фирма узнает, приобрел ли работник навык, и затем решает, перевести ли его на работу D на второй (и последний) период.

Прибыль фирмы за второй период есть величина yij - wi, если работник выполняет работу i, имея квалификацию j. Выигрыш работника на работе i за второй период wi  или wi – С в зависимости от того, инвестировал или нет работник в первом периоде.  Найдите решение согласно обратной индукции. 

Раздел 2.2

2.6. Три олигополиста действуют на рынке с обратной функцией спроса P(Q) = a – Q, где Q = q1  + q2  + q3 и qi – объем выпуска фирмы i. У каждой фирмы предельные затраты c постоянны и нет фиксированных затрат. Фирмы выбирают объем своего выпуска следующим образом: фирма 1 выбирает q1 ( 0; фирмы 2 и 3, узнав q1, выбирают одновременно q2  и q3, соответственно. Каково будет совершенное по подиграм решение?

2.7. Допустим, профсоюз – единственный поставщик рабочей силы для всех фирм в олигополии, например, таким является United Auto Workers для General Motors, Ford, Chrysler и т.д. Пусть последовательность действий аналогична модели, описанной в разделе 2.1.С:

1. профсоюз определяет одинаковую для всех фирм зарплату w;

2. фирмы, узнав (и согласившись) с w, одновременно выбирают уровни трудовых ресурсов Li  для фирмы i;

3. выигрыш профсоюза (w - wа)L, где wа  - зарплата, которую члены профсоюза могут заработать на альтернативной работе, L = L1 + ( + Ln  -  суммарные трудовые ресурсы по фирмам данного профсоюза, прибыль ( (w, Li) фирмы i определяется ниже.

Все фирмы имеют следующую производственную функцию: объем выпущенной продукции в стоимостном выражении равен трудовым ресурсам; qi = Li. Рыночная цена равна P(Q) = a – Q, где суммарный объем продукта на рынке Q = q1  + ( + qn. Для упрощения будем считать, что у фирм нет других затрат, кроме оплаты труда. Каково будет совершенное по подиграм решение в данной игре? Как (и почему) число фирм влияет на выигрыш профсоюза в совершенном по подиграм решении?

2.9. Рассмотрим две страны. В момент времени 1 обе страны имеют настолько высокие тарифы, что нет торговли. В каждой стране зарплата и трудовые ресурсы определяются также, как и в модели «монополия-профсоюзы» в разделе 2.1.С. В момент 2, все тарифы отменяются. Теперь каждый профсоюз определяет зарплату в его стране, а каждая фирма производит для двух стран.

Предположим, что в каждой стране - обратная функция спроса P(Q) = a – Q, где Q – суммарный объем рынка этой страны. Пусть производственная функция для каждой фирмы будет такой: q = L, так что расходы фирмы – это плата за труд, и пусть функция полезности профсоюза U (w, L) = (w - wа)L, где wа  – альтернативная зарплата рабочих. Найдите решение согласно обратной индукции.

Теперь рассмотрим следующую игру в момент времени 2. Сначала два профсоюза одновременно назначают заработную плату w1  и w2. Затем фирмы, узнав размер зарплаты,  выбирают уровни производства для внутреннего и внешнего рынка, обозначаемые для фирмы i, соответственно, hi  и ei. Найдите совершенное по подиграм равновесие. Покажите, что зарплата, трудовые ресурсы и прибыль (а поэтому и полезность профсоюза, и потребительский выигрыш) возрастают при отмене тарифов.

Раздел 2.3

2.10. Игра с одновременным выбором ходов повторяется дважды, причем решение, выбранное на первом шаге, становится известным до начала второго шага. Дисконтирование отсутствует. Переменная x больше 4, так что (4,4) не является равновесием в одношаговой игре. Для каких значений x следующая стратегия для каждого игрока соответствует совершенному по подиграм равновесию Нэша?

Играем Qi на первом шаге. Если исход первого шага – (Q1 ,Q2), то играем Pi на втором шаге. Если исход первого шага – (y, Q2), причем y( Q1, то играем Ri на втором шаге. Если исход первого шага – (Q2, z), причем z( Q2, то выберите Si на втором шаге. Если решение на первом шаге – (y, z), причем y( Q1  и  z( Q2, то выберите Pi на втором шаге. 

	
	P2
	Q2
	R2
	S2

	P1
	2,  2
	x, 0
	–1, 0
	0, 0

	Q1
	0, x
	4, 4
	–1, 0
	0, 0

	R1
	0, 0
	0, 0
	0, 2
	0, 0

	S1
	0, –1
	0, –1
	–1, –1
	2, 0


2.11. Игра с одновременным выбором ходов (приводимая ниже)  повторяется дважды повторяется дважды, причем исход первого шага становится известным до начала второго шага. Дисконтирование отсутствует. Можно ли достичь выигрышей (4, 4) на первом шаге при совершенном по подиграм равновесии Нэша в чистых стратегиях? Если это возможно, то опишите стратегию, реализующую это. Если нет, то объясните, почему.

	
	L
	C
	R

	T
	3,  1
	0, 0
	5, 0

	M
	2, 1
	1, 2
	3, 1

	B
	1, 2
	0, 1
	4, 4


2.12. Что такое стратегия в повторяющейся игре? Что такое подигра в повторяющейся игре? Что такое совершенное по подиграм равновесие Нэша?

2.13. Вспомним статическую модель дуаполии Бертрана (с однородным продуктом) из задачи 1.7: фирмы объявляют цены одновременно; спрос  для фирмы i равен a - pi, если pi < pj,  0, если pi > pj  и (a - pi)/2, если pi = pj; предельные затраты равны c < a. Рассмотрим бесконечно повторяющуюся игру, основанную на этой одношаговой игре. Покажите, что фирмы могут использовать релейную (переключающая при  любом отклонении на равновесие Нэша в одношаговой игре), чтобы поддерживать уровень монопольной цены в совершенном по подиграм равновесии Нэша, тогда и только тогда, когда ( ( 1/2.

2.14. Предположим, спрос изменяется случайно в бесконечно повторяющейся игре Бертрана, описанной в задаче 2.13: в каждом периоде спрос равен aH с вероятностью (  и aL с вероятностью 1 – ( ; уровни спроса в разные периоды независимы. Предположим, что в каждом периоде уровень спроса становится известным фирмам до того, как они назначат цены для этого периода. Какие уровни монопольных цен (pH и pL) соответствуют двум уровням спроса? Найдите наименьшее значение (*, для которого о фирмы могут использовать релейные стратегии, чтобы поддерживать уровень монопольной цены (т.е. выбирать pi, когда спрос равен ai  для i = H, L)  в совершенном по подиграм равновесии Нэша. Для каждого значения ( между 1/2 и (*  найдите такую наибольшую цену p((), что в совершенном по подиграм равновесии Нэша фирмы могут использовать релейные стратегии, чтобы поддерживать цену p((), когда спрос высокий, и цену pL, когда спрос низкий.

2.15. Предположим, что в олигополии Курно – n фирм. Обратная функция спроса определяется как P(Q) = a – Q, где Q = q1  + ( + qn. Рассмотрите бесконечно повторяющуюся игру, основанной на этой одношаговой игре. Чему равно наименьшее значение (, при котором фирмы могут использовать релейные стратегии, чтобы поддерживать уровень монопольной цены в совершенном по подиграм равновесии Нэша? Как изменится ответ при изменении n и почему? Если (  слишком мало, чтобы фирмы могли использовать релейные стратегии для поддержки уровня монопольной цены, то какое наиболее прибыльное симметричное совершенное по подиграм равновесие Нэша можно поддерживать с использованием релейной стратегии.

2.16. В модели о зарплате и занятости, анализируемой в разделе 2.1.С, решение, полученное согласно обратной индукции, не является социально эффективным. На практике, однако, фирмы и профсоюзы в настоящее время ведут переговоры об условиях контракта на три года, затем через три года об условиях  второго контракта и т.д. Поэтому взаимоотношения могут быть более точно охарактеризованы как повторяющаяся игра.

Из этой проблемы вытекают условия, при которых совершенное по подиграм равновесие Нэша в бесконечно повторяющейся игре превосходит по Парето решение, полученное согласно обратной индукции в одношаговой игре. Обозначим функцию полезности профсоюза и прибыль фирмы при решении, полученном согласно обратной индукции, через U* и (*, соответственно. Рассмотрим альтернативу – пару (U, (), связанную с альтернативой – парой (w, L). Предположим, участники используют фактор дисконтирования ( (на три периода). 

Выведите условия на (w, L) такие, что (1) (U, () доминирует по Парето (U* , (*), и (2) (U, () является решением в совершенном по подиграм равновесии Нэша для бесконечно повторяющейся игры, в которой (U* , (*) выбирается всегда следуя отклонению.

2.17. Рассмотрим следующую игру с бесконечным горизонтом между одной фирмой и последовательностью рабочих, каждый из которых существует только один период. В каждом периоде рабочий выбирает, расходовать ли ему силы и создать продукт y, прилагая усилие стоимостью c, или не расходовать силы, не производить ничего и не иметь никаких убытков. Если продукт создается, то фирма владеет им, но может поделиться им с рабочим, выплатив ему зарплату, как это описано далее. Предположим, что в начале периода рабочий имеет альтернативное предложение стоимостью ноль (за вычетом стоимости усилия) и рабочего нельзя заставить согласиться на зарплату меньшую нуля. Допустим также, что y > c, так что прилагать усилия  –– эффективно.

В течение периода последовательность событий такова:

1. рабочий выбирает уровень усилий

2. продукт оценивается и фирмой, и рабочим

3. фирма определяет зарплату рабочему. 

Предположим, что можно принудить заключить контракт без зарплаты: выбор фирмой зарплаты не связан ограничениями.  В однопериодной игре, таким образом, совершенство по подиграм будет означать, что фирма будет назначать нулевую зарплату независимо от продукта, произведенного рабочим, так что рабочий не будет прикладывать усилия. 

Теперь рассмотрим задачу с бесконечным горизонтом. Вспомним, что каждый рабочий живет только один период. Допустим, однако, что в начале периода t история игры за t – 1 период изучается рабочим, который собирается работать в периоде t. (Представим это как знание, передающееся среди рабочих  от поколения к поколению.) Предположим, что фирма дисконтирует будущее, используя фактор дисконтирования ( на один период. Опишите такую стратегию фирмы и стратегию каждого рабочего в совершенном по подиграм равновесии Нэша для игры с бесконечным горизонтом, в которой в равновесии каждый рабочий прикладывает усилия и поэтому производит продукт y, при условии, что фактор дисконтирования достаточно высок. Приведите необходимые и достаточные условия для существования равновесия.

Раздел 2.4

2.18. Что такое стратегия (для произвольной  игры )? Что такое информационное множество? Что такое подигра (в произвольной игре)?

2.19. В трехпериодной версии модели Рубинштейна о переговорах, анализируемой в разделе 2.1.D, мы получали решение согласно обратной индукции. Каким будет в совершенное по подиграм равновесие Нэша?

2.20. Рассмотрим следующие стратегии в версии модели Рубинштейна о переговорах с бесконечным горизонтом. (Вспомним, что мы договорились считать, что предложение (s, 1 – s) означает, что игрок 1 получает s, а игрок 2 получает 1 – s, независимо от того, кто сделал предложение.) Пусть s* = 1/(1+(). Игрок 1 всегда выдвигает предложение (s*, 1 – s*) и соглашается с предложением (s, 1 – s) тогда и только тогда, когда s ( ( s*. Игрок 2 всегда выдвигает предложение (1 – s*, s*) и соглашается с предложением (s, 1 – s) тогда и только тогда, когда 1 – s ( ( s*. Покажите, что эти две стратегии дают равновесие Нэша. Покажите, что это равновесие является совершенным по подиграм.

2.21. Опишите как игру в развернутой форме и как игру в нормальной форме игру описанную ниже игру. Что будет равновесием Нэша в чистых стратегиях? Что будет решением согласно обратной индукции? Что будет совершенным по подиграм равновесием Нэша?

  1             R                  2           R’             1         R’’
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2.22. Дайте представление в развернутой и нормальной формах модели банка и двух инвесторов, обсуждаемой в разделе 2.2.B. Что будет совершенным по подиграм равновесием Нэша в чистых стратегиях?

2.23. Покупатель и продавец хотят совершить сделку. До сделки покупатель может сделать инвестиции, чтобы увеличить значение того, что он хочет купить. Об этих инвестициях не знает продавец, и они не влияют на ту оценку стоимости, которую продавец приписывает объекту продажи, и которое мы нормализуем нулем. (В качестве примера рассмотрим фирму, покупающую другую фирму. За некоторое время до поглощения приобретатель мог бы предпринять шаги для изменения продукции, которую он планирует ввести, так чтобы она сочеталась с продукцией приобретаемой фирмы после поглощения. Если усовершенствование продукции требует времени, а жизненный цикл продукта короткий, то может быть недостаточно времени для таких инвестиций приобретателя после слияния.) Начальная оценка покупателя –v > 0; инвестиции размером I увеличивают оценку объекта покупателем до v + I, а затраты до I2. Последовательность событий в игре такова: 

1. покупатель выбирает размер инвестиций I, сталкиваясь с затратами I2. 

2. Продавец, не зная об инвестициях I, предлагает купить у него объект по цене p. 
3. Покупатель принимает или отвергает предложение продавца: если покупатель соглашается, то выигрыш покупателя есть величина v + I – p – I2, а выигрыш продавца – цена p; если покупатель отказывается, то эти выигрыши, соответственно, –I2 и 0. 
Покажите, что в этой игре не существует совершенного по подиграм равновесия Нэша в чистых стратегиях. Найдите совершенное по подиграм равновесие Нэша в таких смешанных стратегиях: смешанная стратегия покупателя приписывает положительную вероятность только двум уровням инвестиций, а смешанная стратегия продавца приписывает положительную вероятность только двум ценам.
� EMBED Equation.3  ���
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