1. Действительные числа. Свойства. Непрерывность множества ДЧ.
Свойства:

I. Сложение. Для любой упорядоченной пары действительных чисел а и b определено единственным образом действительное число, называемое их суммой так, что

а + b = b+а

а + (b+с) = (а+b) + с

Существует число 0, такое, что а + 0 = а
Для любого а существует число (-а) такое, что а + (-а) = 0

II. Умножение. Для любой упорядоченной пары действительных чисел а и b определено единственным образом число, называемое их произведением так, что

а *b = b * а

а*(b*с) = (а*b)*с
Существует число 1, такое, что а*1 = а
Для любого а ≠ 0 существует число 1/а такое, что а * (1/a) = 1.
III. Для любых а,b,с а*(b+с) = а*с + b*с

IV. Упорядоченность. Для каждого числа а определено единственное из отношений a < 0, a = 0, a > 0 так, что условие а < 0 эквивалентно (-а)>0. 

При этом если а > 0, b > 0, то a+b > 0, ab > 0. 

V. Непрерывность. Каковы бы ни были непустые множества А и В, у которых для любых двух элементов х(А, у(В х ≤ y, существует единственное действительное число α, такое, что для любых а и b а ≤ α ≤ b. 

Сформулированные свойства можно взять за определение:

Нетривиальное множество элементов, обладающих свойствами 1-5, наз. множеством действительных чисел. 

Для любой пары a и b число а + (-b) называется разностью чисел а и b и обозначается а– b. 

1°. Число, обладающее свойством нуля, единственно. 

2°. Число, противоположное данному, единственно. 

3°. Для любого а справедливо а – а = 0.

4°. Для любого а справедливо –(-а) = а.

5°. Для любых чисел а и b справедливо –а – b = - (а + b).

6°. Уравнение а + х = b имеет единственное решение х = b – а.

Аналогичные свойства для умножения.
Два множества А и В называются сечением в множестве ( , если 
1.
Их объединение есть (
2.
Каждое не пусто

3.
Для любых а (А, b(B a < b
Число, производящее сечение, существует и единственно. (ед: пусть α<β. Тогда α < (α+β)/2 < β. Поэтому из этих неравенств следует, что (α+β)/2(А и (α+β)/2(В, что неверно). 
2. Счетность и несчетность.

Два множества называются равномощными, если между их элементами можно установить ВОС. Множество, равномощное N, называется счетным. Любое бесконечное множество содержит счетное подмножество. Любое бесконечное подмножество счетного множества счетно. Множество всех рациональных чисел счетно. Множество всех действительных чисел несчетно (теорема Кантора). 
3. Десятичные дроби.

      Пусть задано число а. Возьмем число α0, такое, что α0 ≤ a ≤ α0 + 1. Разобьем отрезок [α0; α0+1] на 10. Если а не совпадает с границами отрезков, то через I1 обозначим отрезок, которому а принадлежит. Если а есть граница каких-либо отрезков, то обозначим за I1 тот, для которого а является левым концом. И тд. Получаем десятичные приближения an, ¯an. Каково бы ни было число а, последовательность нижних приближений возрастает, верхних — убывает, и их пределы равны а. Всякое действительное число является пределом последовательности рациональных чисел. 

Пусть а и b – ДЧ. Тогда а < b тогда и только тогда, когда начиная с некоторого n 0 an < bn. 

4. Верхняя и нижняя грани.

Верхняя грань — наименьшее из чисел, ограничивающих сверху данное множество.

Нижняя грань — наибольшее из чисел, ограничивающих снизу данное множество. 

Эквивалентно:

β называется верхней гранью А, если a) (а(А а < β b)(ε > 0 ( a(A a > β-ε. Аналогично для НГ.
Теорема:    Всякое непустое ограниченное сверху множество имеет ВГ, ограниченное снизу – НГ.
Доказательство:

 
►Пусть Х – ограниченное сверху непустое множество. Обозначим через Y множество чисел, ограничивающих сверху Х. Y по условию не пусто. Так как для любых х(Х и у(У х ≤ y, то ( единственнное число α такое, что х ≤ α ≤ y. Выполнение первого неравенства означает, что α ограничивает сверху множество Х, а выполненине второго – то, что α является наименьшим из таких чисел. Поэтому α = sup X. ◄
5. Принцип вложенных отрезков.
Теорема:

Пересечение любой системы вложенных отрезков не пусто. Если их длины стремятся к нулю, то это пересечение состоит из одной точки.

Доказательство:     ►Т.к. (m, n an ≤ bm, то очевидно (n an ≤ bn. Поэтому (α такое, что (n an ≤ α ≤ bn. Поэтому α принадлежит всем отрезкам. Если длины отрезков стремятся к нулю, то предположим, что (α, β, принадлежащие всем отрезкам. Тогда (n an ≤ α ≤ β ≤ bn, поэтому |β – α| ≤ bn - an. Но т.к. bn - an → 0, то β = α. α = sup an = inf  bn. ◄
6. Предел последовательности. 
Число а называется пределом последовательности действительных чисел, если любая окрестность точки а содержит все члены данной последовательности начиная с некоторого номера. 

a = lim an
    ↔
   (ε > 0 ( n0 (n > n0   |an – a| < ε. 

Если числовая последовательность имеет конечный предел, то она называется сходящейся.

Последовательность, пределом которой является  0 (∞), называется бесконечно    малой (бесконечно большой).

7. Единственность предела.
Теорема:           Последовательность точек расширенной числовой прямой может иметь на ней только 1 предел.
Док-во:           ►От противного: пусть п имеет 2 предела: а и b. Выбираем непересекающиеся окрестности а и b, тогда начиная с некоторого номера все члены последовательности должы принадлежать обоим окрестностям, пересечение которых пусто. Противоречие. ◄
8. Ограниченность сходящейся последовательности.

Теорема:  Если последовательность имеет конечный предел, то она ограничена.
Док-во:     ► Пусть а = lim an. Возьмем ε = 1. Тогда начиная с некоторого n1 |an - a| < 1. Пусть d — наибольшее из чисел 1, |a1-a|, …, |an 1 - a|. Тогда (n |an - a| < d ↔ a – d < an < a + d, т.е. {an } ограничена.◄
9. (   предела у монотонной ограниченной последовательности.

Теорема (ВЕЙЕРШТРАССА):

Всякая возрастающая последовательность имеет предел, конечный, если она ограничена сверху, и бесконечный, если нет.

Док-во:   ►Докажем, что lim xn = sup {xn}==β. Возьмем произвольную окрестность точки β и обозначим β1 ее левый конец. Тогда, т.к. β есть верхняя грань, то (n xn ≤ β  и (n0 xn0 > β1. Тогда, т.к. xn возрастает, (n > n0 xn > xn0 > β1. Отсюда получаем, что β1 < xn < β. Т.к. β1 произвольна, то отсюда lim xn = β. ◄
10. Частичный предел.

Предел подпоследовательности данной последовательности наз ее частичным пределом.

Всякая ограниченная последовательность имеет хотя бы один частичный предел.

11. Теорема Больцано-Вейерштрасса.

Из любой ограниченной последовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность. 

Док-во:     ►Пусть a ≤ an ≤ b. Разделим [a; b] пополам. Тогда хотя бы в одном из полученных отрезков содержится бесконечно много членов последовательности. Выберем на отрезке [a1; b1] какой-то элемент хn1. Разделим далее [a1; b1] пополам и обозначим через [a2; b2] отрезок с бесконечным числом элементов. Выберем на нем элемент xn2, n2 > n1. Таким образом получим последовательность вложенных стягивающихся отрезков, имеющую предел. Очевидно, что т.к. xn k([ak; bk], то lim xnk = ξ, т.е. подпоследовательность {xn k} сходится. ◄
12. Критерий КОШИ сходимости последовательности.

Последовательность удовлетворяет условию Коши, если (ε > 0 ( nε (n > nε ( p |an+p – an| < ε. 
Для того, чтобы последовательность сходилась, НИД, чтобы она удовлетворяла условию Коши. 

Док-во:

►1. Необходимость. 
Пусть lim xn = a. Тогда (ε ( nε (n > nε |xn – a| < ε/2. А тогда при m > nε, n > nε |xn – xm| ≤ |xn - a| + |xm – a| < ε/2 + ε/2 = ε, т.е. последовательность удовлетворяет условию Коши.


2. Достаточность.



А) ограниченность.




|xm – xn| < 1. ↔ |xn – xn1+1| < 1 ↔ xn ограничена.



Б) сходимость xn к пределу подпоследовательности xnk. 
Зададим ε >0. Согласно определению предела (kε ( nk > nkε |xnk-a|<ε/2. 
В силу условия Коши (nε (n,m > nε |xn – xm| < ε / 2.
Тогда при n > max(nε; nkε) |xn – a| ≤ |xn-xnk| + |xnk – a| < ε/2 + ε/2 = ε. 

13. Свойства сходящихся последовательностей, связанные с неравенствами.

1. Предел постоянной равен ей самой.
2. Если xn ≤ yn ≤ zn и lim xn = lim zn = a, то lim yn существует и равен а.

Док-во:  ► Выберем U (а). Тогда начиная с некоторого номера xn ( U, zn ( U → yn ( U. Поэтому lim yn = a. ◄
3. Если lim xn = a < b = lim yn, то начиная с некоторого номера xn < yn. 

4. Если для всех n xn ≤ yn, lim xn = a, lim yn = b, то a ≤ b. 

14. Бесконечно малые последовательности (БМП).

1. ЛК БМП = БМП. (αan + βbn → c > |α + β| → |an|<ε/c, |bn|<ε/c → |αan + βbn|<(|α| + |β|)/c*ε < ε.
2. БМП * Ограниченную = БМП.
3. Произведение конечного числа БМП = БМП.

15. Свойства последовательностей, связанные с арифметическими операциями над ними.
      1. lim xn = a → lim |xn| = |a|.

      2. Предел конечной ЛК сходящихся последовательностей равен ЛК их пределов.

      3. lim (xn yn) = lim xn lim yn.

      4. Если yn ≠0, то lim (xn/yn) = lim xn / lim yn.
16. Число е.
      e = lim xn = lim (1 + 1/n )n. 

Показать:
xn ограничена

xn возрастает

2 ≤ xn < xn+1 < 3.

17. Понятие функции. 2 определения пределы функции, их эквивалентность. 

1) Точка а называется пределом функции f(x) в точке х0 или при х→х0, если для любой последовательности xn, такой, что lim xn = x0, соответствующая последовательность функций имеет пределом а, т.е. lim f(xn) = a. 

2) Точка а называется пределом функции f(x) в точке х0, если (ε > 0 ( δ > 0 (x(U(x0, δ) f(x)(U(a,ε). 

►Эквивалентность определений:

1. 1→2. 

Предположим противное: ( U(a) ( U(x0) ( x(U(x0) f(x) ( U(a). В частности, указанные точки найдутся в каждой окрестности U(x0, 1/n). Отсюда lim xn = x0. По опр 1 lim f(xn) = a, т.е. начиная с некоторого номера f(xn) ( U(a). Противоречие. 

2. 2(1.

Зададим окрестность U(a). Возьмем последовательность xn, сходящуюся к х0. Для заданной окрестности выберем окрестность U(x0) так, чтобы выполнялось условие определения 2. Но тогда xn (U(х0) начиная с некоторого номера. Поэтому lim f(xn) = a. ◄
18. Односторонние пределы.

Точка а называется пределом функции f в точке х0 слева (справа), если она является пределом функции по множеству X≤(x0) (X≥(x0)).  Функция имеет предел в точке х0 тогда и только тогда, когда существуют как левый, так и правый пределы, и их значения равны. 
19. Свойства пределов, связанные с арифаметическими операциями над функциями.

1. Если f(x) = c, то lim x( x0  f(x) = c.

2. Если ((x) ≤ f(x) ≤ ((x), lim x( x0((x) = lim x( x0((x) = a, то и lim x( x0  f(x) = a.

3. Если существуют конечные пределы f(x) и g(x), то 
lim x( x0 (f(x) + g(x)) = lim x( x0  f(x) + lim x( x0g(x), 

lim x( x0 (f(x) g(x)) = lim x( x0  f(x) lim x( x0 g(x), 

а если lim x( x0 g(x) (0, то lim x( x0 ( f(x)/g(x)) = lim x( x0  f(x) / lim x( x0 g(x). 

20. Теорема о существовании пределов у монотонных функций.

Если функция f определена и является монотонной на [a; b], то в каждой точке х0 у нее есть пределы слева и справа, а в точке а – справа, в b – слева. 

►Пусть функция возрастает. Тогда (x((a; x0) f(x) ≤ f(x0). Поэтому на этом промежутке она ограничена и имеет верхнюю грань M ≤ f(x0). Возьмем ε > 0. Тогда ( xε ((a; x0) f(xε) > M – ε. Т.к. f  возрастает, то для любого х ( (xε; x0) M - ε < f(x) < M, т.е. lim x( x0-0f(x) = M = f(x0). ◄
21. Сравнение бесконечно малых (больших) функций. Асимптотически равные функции.

Функция α называется бесконечно малой по отношению к f в окрестности х0, если существует такая функция ε, что в некоторой окрестности х0 для всех х α(x) = ε(x) f(x) и lim x( x0 ε(x) = 0.
Если ε ограничена, то α = О(f), если lim ε(x) = 1, то α ( f. 
Для того, чтобы функции f и  g были эквивалентными при х ( х0, НИД, чтобы f = g + o(g).

► f ( g ( f(x) – g(x) = g(x) * (1 – h(x)) = g(x) α(x), где lim α(x) = 0. Поэтому f – g = o(g).

Обратно: f – g = o(g) ( f = g  h, где lim h = 1, т.е. f ( g.◄
22. Непрерывность функции в точке. Разрывы первого и второго рода.
Функция f называется непрерывной в точк х0, если lim f(x) = f(x0).
Всякая функция непрерывна в каждой изолированной точке множества своего определения.

Функция f называется непрерывной в точке х0 по множеству Е, если в точке х0 непрерывно её сужение на Е.
Точка х0 называется точкой разрыва функции f, если она либо не определена в точке х0, либо не является в ней непрерывной.

Если х0 — точка разрыва функции f  и существуют конечные односторонние пределы в этой точке, то х0 называется точкой разрыва первого рода функции f. 
Величина f(х0 +0)-f(х0 -0) называется скачком функции в точке  х0. 

Если скачок равен нулю, то х0 называется точкой устранимого разрыва функции f. 

23. Непрерывность суммы, разности, произведения, частного, композиции функций.

Если функции f и g непрерывны в точке х0 , то и функции f + g, fg, а если g(х0) ( 0, то и f/g, непрерывны в точке х0. 
Эти утверждения являются следствиями (19), к-рые доказываются с помощью определения по Гейне и теорем для последовательностей. 

Пусть a=lim f(x), b= lim g(x). Тогда ( последовательности xn(x0 a=lim n( ( f(xn), b=lim n(( g(xn). Т.к. предел произведения последовательностей существует и равен произведению их пределов, то limn(( f(xn) g(xn) = ab  = limx( x0 f(x)g(x). 

Пусть существуют конечные или бесконечные пределы limx( x0 f(x) = y0, lim y( y0 g(y) = z0. Тогда существует (конечный или бесконечный) предел lim x( x0 g( f (x)) = z0.
Если функция f непрерывна в точке х0, функция g непрерывна в точке y0 = f(x0), то функция g( f ) непрерывна в точке х0.
►Выберем произвольно окрестность U(z0). Для нее найдется окрестность V(y0), такая, что как только y(V(y0), z(U(z0). Для этой окрестности у0 найдется такая окрестность W(x0), что как только x(W(x0), y(V(y0). Но тогда z (U(z0). Поэтому lim g( f (x)) = z0.◄
24. Свойства непр на отрезках ф.: ограниченность, достижимость нижней и верхней граней.
Теорема (Вейерштрасса). Непрерывная на отрезке функция ограничена.

►Предположим противное: (C ( xc ([a; b] f(xc) > C. Полагая С = 1, 2, …, n, получим:
( n ( x n ( [a; b]   f( x n ) > n. 
Последовательность xn ограничена, поэтому из нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность xnk, сходящуюся к точке (. Т.к. функция непрерывна, то limk(∞ f(xnk) = f((). Но из предположения следует, что f(xnk) > nk, т.е. lim k ( ∞ f ( xnk ) = ∞. Противоречие. ◄

Если функция непрерывна на [a;b], то она достигает на нем своей НГ и ВГ.

►Пусть M = sup f(x). Покажем, что ( ( ( [a;b] f(() = M. Т.к. М – верхняя грань, то 

( x ( [a;b] f(x) ≤ M.

( ε > 0 ( xε   f(xε) > M – ε.
Полагая ε = 1/i, получим последовательность xn  f(xn) > M – 1/n. Отсюда lim n( ∞ f(xn) = M. У ограниченной посл. ( сходящаяся подпосл.: lim xnk = (. lim f(xnk) = f(() (в силу непрерывности). Но т.к. xnk сходится к тому же пределу, что и xn, то f(() = M. ◄
Теорема о промежуточных значениях.

Если функция f непр на [a;b] и принимает на его концах значения разных знаков, то ( ( f(() = 0.

►Разделим отрезок пополам. Пусть d — середина. Если f(d) = 0, то ОК, если нет — обозначим через [a1; b1] тот отрезок, на концах которого функция принимает разные значения. Итд. Тогда либо через конечное число шагов получим, что f(dk) = 0, либо такую систему вложенных отрезков, что bn – an = (b – a)/ 2n. ( единственная точка с, такая, что (n c ( [an; bn]. Покажем, что тогда f(c) = 0. Пусть это неверно. Пусть f(c) > 0. По лемме о сохранении знака ( δ ( x ( U(c,δ) f(x) > 0. Но т.к. отрезки стягиваются, то ( n0  [an; bn] ( U(c,δ). Но тогда во всех точках этого отрезка функция принимает положительные значения, что неверно, т.к. на концах должны быть разные. Противоречие. ◄
25. Однозначность и непрерывность функции, обратной данной строго монотонной функции (случаи отрезка, интервала, полуинтервала).
Если функция f непрерывна и строго возрастает на [a; b], то обратная функция однозначна, непрерывна и строго возрастает на [a; b]. 

► Пусть f определена на [a;b], A = inf f, B = sup f. Тогда f([a; b]) = [A; B]. Это следует из предыдущей теоремы. Поэтому уравнение f(x0) = y0 имеет хотя бы один корень. Покажем, что он единственный. Пусть не так, а существует еще корень x’0. Тогда пусть x’0 > x0. Но отсюда следует в силу возрастания f, что f(x’0) > f(x0). Противоречие. Поэтому обратная функция однозначна. (Покажем, что она возрастает. Пусть x1 = f -1 (y1), x2 = f -1 (y2) и пусть у1 > y2. Если x1<x2, то в силу возрастания функции у1 < у2. Если х1 = х2, то у1 = у2. Остается х1 > x2. 
(Покажем, что она непрерывна, т.е. f-1(y0 – 0) = f-1(y0) = f-1 (y0 + 0).  Очевидно, что 

f-1(y0 – 0) ≤ f-1(y0) ≤ f-1 (y0+0). Пусть, например, f-1(y0 – 0) < f-1(y0) . Так как для всех y ( [A; y0)    f-1 ( [a; f-1(y0-0)], а для всех y ( [y0; B] f-1 ( [f-1(y0); b], то интервал [f-1(y0-0); f-1(y0)] не принадлежит множеству значения функции f. Противоречие. ◄
26. Непрерывность элементарных функций: рациональной, показательной, логарифмической, степенной, тригонометрических, обратных тригонометрических.

►^Функция у = с (константа), очевидно, непрерывна, т.к. (у = 0. Функция у = х непрерывна, т.к. (у = (х (0. Поэтому любой одночлен как произведение непрерывных функций, непрерывен. А значит, непрерывен и любой многочлен как сумма непрерывных функций. Любая рациональная функция непрерывна в точках, где знаменатель не обращается в нуль, как частное непрерывных функций. 
^Для тригонометрических функций: y = sin x: (y = 2 * sin (x – x0)/2 *cos (x + x0)/2 ( |(y| ≤ |(x|, т.е. синус непрерывен. Остальное очевидно.

^Для показательной: (у = ах0(а(х – 1). Поэтому достаточно показать, что lim x(0 ax = 1.
Возьмем последовательность xn ( 0 и две последовательности rn, r’n, такие, что

xn – 1/n < rn < xn < r’n < xn + 1/n.

Очевидно lim rn = lim r’n = 0. (n ( ∞). 

Отсюда arn < axn < ar’n, причем, т.к. lim arn = lim ar’n = 1, то lim axn = 1. (n(∞). Т.к. xn — произвольная последовательность, то lim x(0 ax = 1.
^Логарифмическая функция, как обратная к показательной, непрерывна.

^Обратные тригонометрические функции, поэтому же, непрерывны.◄

27. Замечательные пределы.

1). lim sin x(0 x/x = 1.

SOBC < SOBCc < SOAC
sin x < x < tg x.

1 < x/sin x < 1/cos x.

Т.к. lim x(0 1/cos x = 1, то lim sin x(0 x/x = 1.

2). limx(0(1+x)1/x = e.

Доказано, что lim n(∞ (1 + 1/n)n = e. Пусть lim xn = +0, xn < 1. Тогда (n n ≤ 1/xn < n+1.
1/(n+1) < xn ≤ 1/n. 

(1 + 1/(n+1))n < (1 + xn ) 1/xn < (1 + 1/n) n+1.

Пределы левой и правой частей равны е. Поэтому и lim (1 + xn)1/xn = e.

Если xn < 0, то обозначим yn = -xn/(1 + xn). Для уn аналогично. 

3) lim ln (1+x)/x = 1.

lim ln(1+x)/x = lim ln (1 +x ) 1/x = ln lim (1 + x )1/x = 1 в силу непрерывности логарифмической функции.
28. Производная функции в точке. Дифференциал. Дифференцируемость и существование производной. Непрерывность дифференцируемой функции.
Пусть функция f определена в некоторой окрестности точки х0 и пусть х — любая точка этой окрестности. Если отношение  ( f(x) – f(x0) )/ (x – x0)  имеет предел, то он называется производной функции  f в точке х0.
Правая и левая производные называются односторонними производными.

Функция называется дифференцируемой в точке, если ее приращение может быть представлено в виде
(y = A (x + o((x).

где А – постоянная. Линейная функция A (x называется дифференциалом функции в точке и обозначается dy. 

Для того, чтобы функция была дифференцируема в точке, НИД, чтобы она имела в ней производную.

Если функция дифференцируема в точке, то она в ней непрерывна.

29. Геометрический и физический смысл производной и дифференциала.
Если существует предел lim k((x) = k0, то прямая, уравнение которой 

у = k0(x – x0) + y0,

Называется касательной к графику функции  точке (х0; у0).
30.Правила вычисления производных, связанные с арифметическими действиями над функциями.

(y1 + y2)’ = y1’ + y2’

(y1 y2)’ = y1’ y2 + y2’ y1
(y1 / y2)’ = (y1’ y2 – y2’ y1) / y22.

31. Производная  и дифференциал сложной функции.
dz / dx = (dz / dy) (dy / dx)

(z/(x = F’(y0) (y/(x + ε((y) (y/(x.

В пределе получаем нужную формулу. Важно, что lim (x(0 (y = 0 и что сложная функция определена. 

32. Инвариантность формы первого дифференциала.
dz = F’(y0) dy = f’(x0) dx.

Дифференциал функции имеет один и тот же вид: произведение производной по некоторой переменной на дифференциал этой переменной вне зависимости от того, является переменная аргументом или функцией.

33. Производная обратной функции.
Пусть функция определена и строго монотонна в некоторой окрестности точки х0. Тогда, если она имеет в этой точке производную, то обратная функция также имеет производную, причем
df -1(y0)/dy = 1/(df/dx).

По доказанному ранее, обратная функция в этой окрестности определена, строго монотонна и непрерывна, поэтому lim ( x(0 (y = 0, lim ( y(0 (x = 0. Нужную формулу получаем, переходя к пределу в выражении     ( x / ( y = 1/ (( y / ( x).

34. Производные элементарных функций.
c' = 0.

Для синуса (y = 2 cos (x + (x/2) sin ((x/2)  (  (y / (x(cos x.

Для ах. (y = ax(a(x – 1), lim (y/(x = ax lim (a(x – 1)/(x = ax ln a.
Для степенной (y = nxn -1(x+ o((x) (по формуле бинома).

35. Производные и дифференциалы высших порядков, их свойства. Формула Лейбница.
Пусть функция имеет на интервале (a; b) производную и пусть функция f’ имеет при х0 производную. Тогда эта производная называется второй производной функции f в точке х0.

Аналогично: если существует производная y(n - 1) то по определению y(n) = [y(n - 1)]’.

Функция называется n раз непрерывно дифференцируемой на промежутке, если во всех точках этого промежутка она имеет производные до n-го порядка включительно.
(y1 + y2) ( n ) = y1( n ) + y2( n ).     (y1y2)( n ) = (  Cnk  y1( n – k )  y2( k ).  Доказательство по индукции.
36. Производные высших порядков от сложных функций, от обратных функций и от функций, заданных параметрически.

Сложная функция: z’’xx = z’’yy y’x2 + z’y y’’xx.
Обратная функция: x’’yy = -y’’xx  / y’ 3.

Пусть функции x = x(t) и y = y(t) определены в некоторой окрестности точке t0 и одна из них, н-р, x(t), строго монотонна и непрерывна. Тогда существует обратная функция t(x) и имеет смысл композиция y(t(x)). Эта функция у от х называется параметрически заданной x(t), y(t). 

y’x = y’(t0) / x’(t0).

y’’xx = (y’’tt  x’t – y’t  x’’tt) / x’t 3.

Аналогично дифференциалы dny = y(n) dxn.
d2z = z’’y y dy2 + z’y d2y
37. Теоремы Ферма, Ролля, Лагранжа, Коши.
ФЕРМА: Если функция определена в окрестности точки х0 и принимает в этой точке наибольшее или наименьшее значение, то производная в этой точке либо равна нулю, либо не существует.

Д-во:  Пусть максимум. Тогда при x < x0
 (f(x) – f(x0) ) / (x – x0) ≥0, а при x > x0  (f(x) – f(x0) ) / (x – x0) ≤ 0
Отсюда f’(x0) ≥ 0 , f’(x0) ≤ 0 ( f’(x0) = 0.
РОЛЛЬ:

Пусть функция непрерывна на [a;b], дифференцируема внутри него и f(a) = f(b). 
Тогда ( ( ( (a; b) f’(() = 0.
Д-во: ф-ция принимает наибольшее и наименьшее значения на промежутке. Если m < M, то хотя бы одно значение принимается внутри. Очевидно, если f(() = M,  то f’(() = 0 по Ферма.

ЛАГРАНЖ:

Пусть функция непрерывна на [a;b], дифференцируема внутри него и f(a) ( f(b). Тогда (( : f(b) – f(a) = f’( ( )(b – a).
Д-во: рассмотрим функцию ((x) = f(x) - (x, такую, что ((a) =  ((b). ( ( = (f(b) – f(a))/(b – a). Для ( выполняются все условия РОЛЛЯ, поэтому (( (’(() = 0 ( f’(() = (.
КОШИ:

Пусть функции f и g непрерывны на [a;b], дифференцируемы внутри него и g(x) (0.  Тогда (( такое, что ( f(b) – f(a) ) / ( g(b) – g(a )) = f’( ( ) / g’( ( ).
Д-во: рассмотрим функцию ( = f -  ( g,  ( = (f (b) – f(a)) / (g(b) – g(a)). По РОЛЛЮ ( ( (’(() = 0. Тогда ( = f’(()/ g’((). 
38. Разложение функции по формуле Тейлора. Остаточный член в форме Пеано. Формулы Тейлора для элементарных функций.
Теорема: Пусть функция определена на (a; b), имеет в точке х0 производные до n-го порядка. Тогда       
F(x) = f( x0 ) + f’( x0 )/1! ( x – x0 ) + … + f( n ) ( x0 ) / n!  ( x – x0 )n + o(( x – x0 )n).

►Для многочлена Тейлора выполнены условия f ( i )(x0 ) = Pn  (  i )(x0 ). Остается проверить, что 
rn = f( x) - Pn (x) = o( (x-x0 )n ). n раз пролопитируем.

lim x(x0 rn(x)/(x-x0)n  =  lim x(x0 r’n(x) / (n (x-x0)n) = … = rn(n)(x0) / n! = 0.◄

sin x
= x – x3/3! +  x5/5!-…

cos x
= 1 – x2/2! +  x4/4!-…

ex 
= 1 +  x     +  x2/2! + x3/3!+…

sh x
= x + x3/3! + x5/5!+…

ch x
= 1 + x2/2! + x4/4!+…

ln(1+x)   = x -  x2/2  + x3/3-…

(1+x)α    = 1 + αx     + [α(α-1)/2] x2 + [α(α-1)(α-2)/3!]x3+…
39. Признак монотонности функции. Необходимое условие экстремума. Достаточное условие экстремума.
Чтобы дифференцируемая на отрезке функция возрастала (убывала), НИД, чтобы f’ ≥ 0 ( f’ ≤ 0).
►Необходимость:


[f(x2) – f(x1)] / (x2 – x1 ) ≥ 0 ( lim ≥ 0 ( f’ ≥0.

Достаточность:

f(x2) – f(x1) = f’( ( )(x2 – x1) ( [f(x2) – f(x1)]/(x2 – x1) ≥0 ( f возрастает (ЛАГРАНЖ)◄

Максимум: если ( δ > 0 (x ( U(x0, δ) f(x) ≤ f(x0).

Минимум: если ( δ > 0 ( x ( U(x0, δ) f(x) ≥ f(x0). 

Строгий экстремум — строгие неравенства.

Необходимое условие : если f’(x0) существует, то f’(x0) = 0.
Достаточное условие: если функция дифференцируема в окрестности точки и при переходе через нее производная меняет знак, то это точка экстремума.

►Лагранж :  f(x2) – f(x1) = f’( ( )(x2 – x1)( т.к. f(x2) – f(x1) сохраняет знак, то f’ меняет знак◄
40. Выпуклость вверх и вниз графика.

Проведем через точки х1 и х2 прямую:
l(x) = f(x1) + x [(f(x2) – f(x1))/(x2 – x1)].

Функция называется выпуклой вверх на интервале (х1; х2), если для любой точки из него f ≥ l.

Достаточное условие выпуклости : пусть функция f дважды дифференцируема на (a; b). Она выпукла вверх, если f’’ < 0, вниз, если f’’ > 0.
►Дважды применяется теорема Лагранжа:
 l – f = [ (f(x2) – f(x))(x-x1) – (f(x) – f(x1))(x2 - x) ]/(x2 – x1)

l – f = [ (f’(α) – f’(β))(x2 – x)(x – x1) ]/(x2 – x1)

l – f = f’’(()(x2 – x)(x – x1)(α – β)/(x2 – x1).


α < ( < β. ◄

41. Расположение графика относительно касательной.
Если дважды дифференцируемая функция имеет положительную производную, то она лежит выше касательной, проведенной к ней в любой точке интервала, отрицательную — ниже.

► Применяется теорема Лагранжа. Касательная: y = f’(x0)(x – x0) + f (x0).
Разность f – L = f(x) – f(x0) – f’(x0)(x – x0) = f’(( )(x – x0) – f’(x0)(x – x0) = (f’(( ) – f’(x0))(x – x0).
f – L = f’’(α)(x – x0 ) (( - x0).

x0 < α < (.   ◄
42. Точки перегиба.

Пусть функция дифференцируема в точке. Если разность f – L меняет знак при переходе через точку, то эта точка называется точкой перегиба функции.

 Необходимое условие : Если в точке перегиба существует f’’, то она равна нулю.
►Тейлор: f – L = f’’(x0)/2 (x – x0)2 + o((x – x0)2). Если f’’ ( 0, то f – L не меняет знака.◄

Достаточные условия :
вторая производная меняет знак
f’’ = 0. f’’’ ( 0. (Тейлор: f – L = f’’’(x0)/6 (x – x0)3 + o((x – x0)3)
43. Асимптоты.
Пусть функция определена при x > a. Тогда, если существуют такие числа k, l, что 

lim x(+∞ (f(x) – k x-l) = 0, 
то прямая y = kx + l 

называется наклонной асимптотой графика функции при x ( + ∞.

44. Раскрытие неопределенностей по правилу Лопиталя.

1. Неопределенность 0 / 0.

1. Пусть функции f и g определены на (a; b) и пусть f (0, g(0 при x(a. Тогда, если существует lim f’/g’, то lim f/g = lim f’/g’.

►Доопределим функции до нуля в точке а. Тогда по теореме Коши

f(x)/g(x) = f’(()/g’((), ( ( (a; x). 

При предельном переходе х ( а, сл-но, ( ( а. Поэтому lim f/g = lim f’/g’.◄

2. Пусть f(a) = g(a) = 0, ( производные f’(a), g’(a) ( 0. Тогда существует и предел f/g.
►f(x) = f(a) + f’(a)(x – a) + o(x – a)

    g(x) = g(a) + g’(a)(x – a) + o(x – a)



lim f/g = lim f’/g’ = f’(a)/g’(a)◄
3. Пусть lim x(+∞ f = lim x(+∞ g = 0, g’( 0, ( предел f’/g’. Тогда ( и предел f/g.
►Пусть ((t) = f(1/t), ((t) = g(1/t), t ((0, 1/a). 

(’(t) = f’(1/t) (-1/t2), (’(t) = g’(1/t) (-1/t2). Для этих функций по предыдущей теореме
lim t(0 (/( = lim t(0 (’/(’. Поэтому для f и g lim x(+∞f/g = lim x(+∞f’/g’. ◄
2. Неопределенность ∞ / ∞.

1. Пусть функции определены на (a; b), lim x(a+0 f = lim x(a+0 g = ∞, g’(0, (lim x(a+0 f’/g’=k. Тогда ( lim x(a+0 f/g.
►(ε((ε(x((a; (ε) |f’/g’ – k| < ε. Возьмем последовательность xn, сходящуюся к а. Тогда (n0(n > n0 xn ( (a; (ε). На отрезке [xn; (ε] по теореме Коши
(( ( (xn; (ε)
(f(xn) – f((ε))/( g(xn) – g((ε) ) = f’(() / g’((). 

Отсюда |(f(xn) – f((ε))/( g(xn) – g((ε) ) – k| < ε. 
Т.к. функции бесконечно большие при x(a, то (f(xn) – f((ε))/( g(xn) – g((ε) ) ~ f(xn) / g(xn). 
Поэтому эти отношения имеют одни и те же частичные пределы. Отсюда
k – ε < lim < ¯lim < k + ε. Поэтому lim f/g = k.◄
2. Пусть теперь k = +∞. 
►Тогда (ε((ε(x((a; (ε) f’/g’ > ε. Отсюда 

(f(xn) – f((ε))/( g(xn) – g((ε) )  > ε ( lim n(∞ f(xn)/g(xn) ≥ ε, т.е. lim f/g = +∞.◄
45. Вектор-функция. Предел, непрерывность, производная, дифференциал. Геометрическая и физическая интерпретации.

Пусть задано множество Т и кажому числу из этого множество ставится в соответствие некоторый вектор плоскости (или пространства). Тогда задана векторная функция скалярного аргумента с множеством определения Т и множеством значений — плоскостью (или пространством).
Если t — время, то векторная функция описывает движение точек с радиус-вектором r(t). Годограф – траектория.
Вектор а называется пределом векторной функции при t ( t0, если lim t( t0 |r(t) – a| = 0.

Если t0 — конечная точка и lim t( t0 r(t) = r(t0), то функция называется непрерывной при t = t0. 
lim (r1 + r2) = lim r1 + lim r2.

lim (f r) = lim f  lim r.

lim (r1, r2) = (lim r1, lim r2).

lim (r1 ( r2) = lim r1 ( lim r2.

Доказываются с помощью бесконечно малых векторов.

Предел [r(t) – r(t0)]/(t – t0) при t(t0, если он (, называется производной функции при t(t0.

Функция называется дифференцируемой в точке t0, если ее приращение может быть представлено в виде

(r = A (t + o((t),

где А – постоянная. А (t – дифференциал функции dr.

Лагранж:
Если векторная функция дифференцируема на (a;b), то ( ( ( (a; b) |r(b) – r(a)| ≤ |r’(()| (b – a).

►Если r(b) = r(a), то это, очевидно, верно. Пусть не так. Тогда рассмотрим функцию
((t) =( r(b) – r(a), r(t)). Для скалярной функции ( ( ((a;b) ((b) - ((a) = (’(()(b – a).
| r(b) – r(a)|2 = (r(b) – r(a), r’(())(b – a) ( | r(b) – r(a)| 2 ≤ | r(b) – r(a)| |r’(()| (b – a).◄
46. Кривые. Длина дуги. Производная длины дуги. Спрямляемость кривой.
Непрерывное отображение отрезка в пространство называется путем, а отрезок – носителем этого пути.
Пути r(t), a ≤ t ≤ b и ρ(τ), α ≤ τ ≤ β, называются эквивалентными, если существует непрерывная строго монотонная функция, отображающая отрезок (a; b) на отрезок (α; β). 

Класс эквивалентных путей называется непрерывной параметрически заданной кривой. 

Два пути называются одинаково ориентированными, если функция, осуществляющая их эквивалентность, строго возрастает. Класс одинаково ориентированных путей называется ориентированной кривой.
По определению касательной к кривой в точке t0 , вектор r’(t0) параллелен ей. Тогда уравнение касательной примет вид l(t) = r(t0) + r’(t0) τ.
Для отрезка [a;b] систему его точек a = t0 < t1 <… < tiτ = b назовем разбиением отрезка τ.

Длина кривой S – верхняя грань сумм σ = Σ |r(t i ) – r(t i-1)|. 

Если S < + ∞, то кривая называется спрямляемой.
Если кривая спрямляема, то | r(b) – r(a)| ≤ S ≤ max (|r’(t)|) (b – a).
Пусть кривая непрерывно дифференцируема. Тогда переменная длина дуги, отсчитываемая от начала r (a), является возрастающей непрерывно дифференцируемой функцией и 
s’ = √ x’2+y’2+z’2.
►Применить предыдущую теорему для отрезка [t; t+(t]. |r(t+( t)–r(t)|/(t ≤ (s/(t ≤ |r’(t+θ(t)|.◄
Следствие : |dr / ds| = 1. (Следует при t = s).
47. Кривизна. Главная нормаль. Отклонение от касательной.
Лемма 1. Если в некоторой окрестности точки вектор имеет const длину, то r(t0) r’(t0)= 0.
Лемма 2. d(/dt = |r(t0) × r’(t0)|/|r(t0)|2.
► |r(t0)× r(t0 + (t)| = |r(t0)| |r(t0+(t)| |sin ((|    (      d(/dt = (1/r(t0)2) lim (|r(t0)×r(t0 + (t)|/(t).◄

  Угловая скорость вращения касательного единичного вектора τ = dr/ds называется кривизной кривой в точке.
Т.к. вектор τ имеет постоянную длину, то k = |τ’|/|τ| = |dτ/ds|.
Обозначим n единичный вектор в направлении dτ/ds. Т.к. |τ| = const, то dτ/ds ( τ. 

dτ/ds =  kn.

Вектор n называется главной нормалью.
Теорема: k = |r’ × r’’|/|r’|3.
►Двумя способами раскрыть |dr/ds × d2r/ds2|.◄
Плоскость, проходящая через касательную и главную нормаль, называется соприкасающейся.
Отклонение от касательной по порядку k (s2/2 n. (Разложить по Тейлору r(s+(s)- r(s)).
Точка пространства, лежащая на главной нормали на расстоянии R от точки кривой, называется центром кривизны в данной точке.
Формулы Френе:
dτ/ds =  kn
dn/ds = -kτ + κb
db/ds = -κn.

48. Первообразная функции и неопределенный интеграл. Свойства неопределенного интеграла. Интегрирование подстановкой и по частям.
Функция F называется первообразной для f на промежутке (, если F дифференцируема на этом промежутке и в каждой его точке F’ = f.
Совокупность всех первообразных функции называется ее неопределенным интегралом и обозначается ∫ f (x) dx.
Всякое равенство, в обеих частях которого стоят неопределенные интегралы, является равенством между множествами.
Свойства:
∫ dF = F + C
d ∫ f(x) dx = f(x) dx
( ∫ f(x) dx) ‘ = f(x)
∫ (f1 + f2) dx = ∫ f1 dx + ∫ f2 dx

Пусть функции f(x) и ((t) определены на промежутках (x и (t, причем (((t) ( (x. Тогда 
( f (x) dx = ( f (((t)) (’(t) dt.

►По условию имеет смысл композиция f (((t)).  Пусть ( f(x) dx = F(x) + C. Тогда F’t(((t)) = f(((t)) (’(t). Отсюда и следует требуемое равенство. ◄

( u dv = u v - ( v du.

►Т.к. d(uv) = u dv + v du, то u v = ( v du + ( u dv.◄
49. Комплексные числа и их свойства.

z = x + i y = r (cos ( + i sin ().
r – модуль КЧ.

Сумма комплексных чисел определяется как z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2), произведение 
z1 z2 = (x1x2 – y1y2) + i(x1y2 + y1x2). Отсюда следует, что i2 = -1.
|z1 z2| = |z1| |z2|, Arg(z1 z2) = Arg(z1) + Arg(z2).

Муавр: (cos ( + i sin ()n = cos n( + i sin n (.
n( ( Arg(zn).
Пусть задана последовательность комплексных чисел zn = xn + i yn. 
Число ( = α + β i называется ее пределом, если lim n(∞ |zn - (| = 0.
Комплекснозначная функция f наз. непрерывной в точке Р0, если lim P(P0 | f (P) – f (P0 )| = 0.

50. Разложение многочлена на множители.

Пусть Pn (z) = Anzn + An - 1zn - 1+…+A0
Многочлен с комплексными коэффициентами, An ( 0, n – степень многочлена.

Pn(z) = Sk(z) Qm(z) + R(z),  m ≤ n
Q — делитель, S — частное.

В курсе алгебры доказывается, что всякий многочлен степени больше 1 имеет хотя бы один корень. Отсюда следует, что 

Pn = A (z-z1)k1 (z-z2)k2… (z-zm)km.

Если многочлен имеет корень z0, то многочлен с сопряженными корнями имеет сопряженный корень. 

►Pn = (z-z0)kQn-k(z) ( P ¯n = (¯z-z¯0)kQ¯n-k(¯z). Заменим для наглядности ¯z =  (. Тогда 

P¯n = ( ( - z¯0)k  Q¯n-k(¯z).◄

Отсюда следует, что для многочлена с действительными коэффициентами если многочлен имеет комплексный корень, то он имеет и сопряженный корень. Поэтому разложение многочлена на множители имеет вид
Pn = A(x – a1)k1 (x – a2)k2…(x – am)km(x2 + p1x + q1)l1…(x2 + ps  x + qs)l s.

51. Разложение рациональных дробей на элементарные.
Лемма 1. 

Если дробь P(x)/Q(x) — правильная, Q(x) = (x – a)α Q1(x), Q1(a) ( 0, то (А, (Р1(х) 

P(x)/Q(x) = A/(x – a)α + P1(x) / ((x – a)α - 1 Q1(x)).

Лемма 2.
Если дробь P(x)/Q(x) — правильная, Q(x) = (x2 + px + q)α Q1(x), то (  M, N, P1(x)

P(x)/Q(x) = (Mx + N)/(x2 + px +  q)α + P1(x) / ((x2 + px + q)α-1 Q1(x)).

Применяя эти две леммы, получаем:
Пусть P(x)/Q(x) — правильная рациональная дробь. 
Q(x) = (x – a1)k1 …(x – am)km (x2 + p1x + q1)l1…(x2 + ps  x + qs)l s. Тогда
P(x) / Q(x) = A11/(x – a1)k1 + … + A1k1/(x – a1) + … + Am 1/(x – am)km + … +
+ Am km/(x – am) + (M11x + N11)/(x2 + p1x + q1)l1 + … + (Ms lsx +Ns ls)/(x2 + psx + qs).

52. Число Лебега.

Теорема:

Для любого открытого покрытия компакта существует число (Лебега), такое, что каково бы ни было подмножество с диаметром, меньшим этого числа, оно содержится в одном множестве покрытия.

►Пусть Х — компакт. ( = {Gα} — его открытое покрытие. Допустим, что не ( числа, указанного в теореме. 
Это означает, что, в частности, для ( 1/m, ( Em : diam Em < 1/m и Em не ( ни в одном элементе покрытия. 
Выберем произвольно x(m) ( Em. Тогда ( {xmk} lim xm k = x0 ( X. ( (0 x(0) ( G(0. Т.к. Х – компакт, то ( U(x(0)) ( G(0. 

(k0 ( k > k0 ((x(mk), x(0)) < ε / 2 и 1/mk < ε/2. Тогда ( x ( Emk имеем ((x, x(0)) ≤ ( (x, x(mk)) + ((x(mk), x(0)) ≤ diam Emk + ε / 2 < 1/mk + ε / 2 < ε.

Итак, x ( U(x(0), ε) ( Emk ( U(x(0), ε) ( G(0. Поэтому это множество оказалось покрытым только одним множеством покрытия. ◄
Лемма: если Х — компакт, то множество Хd = {x: ρ(x, X) ≤ d} также компакт.
►Ограниченность:
пусть х,у ( Хd, (ε > 0 ( х’, y’ ( X: ρ(x, x’) < d +ε, ρ(y,y’) < d + ε. Тогда ρ(x’, y’) ≤ ρ(x’,x) + ρ(x,y) + ρ(y,y’) < 2d + 2ε + diam X ( ρ(x’, y’) ≤ 2d + diam X ( diam Xd ≤ diam X + 2d.
Замкнутость:

Пусть х(m) ( Xd, lim x(m) = x(0). (ε >0 (m (x’(m) ( X ρ(x(m), x’(m)) < d + ε. x’(m) ограничена, поэтому ( lim x’(mk) = x’(0) ( X (т.к. Х — компакт). Но lim x(mk) = x(0). ρ(x(0), x’(0)) ≤ ρ(x(0), x(mk)) + ρ(x(mk), x’(mk)) + ρ(x’(mk), x’(0)) < ε + d + ε + ε ( ρ(x(0), x’(0)) ≤ d ( x(0) ( Xd◄
53. Отображения.
Пусть x = (x1…xn) ( Rn, f: x ( Rm, y = (y1…yn: y = f (x) = {y1 = f1(x1…xn), …, ym = fm(x1…xn)}). fi — координатные функции.

lim x ( x(0) f(x) = a ( ( x(k) ( X, lim x(k) = x(0) ( lim f(x(k)) = a
(k ( ∞).
lim x ( x(0) f(x) = a ( ( U(a) ( U(x(0)), x( U(x(0)) ( f(x) ( U(a).
Доказательство аналогично случаю m = n = 1.
Если lim x ( x(0) f(x) = f(x(0)), то О f называется непрерывным в точке х(0).

Если отображение f непрерывно в точке х(0), отображение g непрерывно в точке у(0) = f(x(0)), то отображение g( f ) непрерывно в точке х(0).
О, непрерывное в каждой точке Мн, называется непрерывным на этом Мн.
Непрерывный образ компакта является компактом.
►Пусть f непрерывна на X. Возьмем последовательность x(k). Пусть y(k) ( f(X). Тогда lim x(km) = x(0) ( lim y(km) = lim f(x(km)) = f(lim x(km)) = f(x(0)) ( lim y(km) ( f(X)◄

Взаимно-однозначное О, непр. вместе со своим обратным, называется голоморфизмом.

Непрерывное взаимно-однозначное отображение компакта есть голоморфизм.
►Пусть f(x(k)) = y(k), x(k) = f -1(y(k)), lim y(k) = y(0), x(0) = f -1(y(0)). Покажем, что х(0) является пределом последовательности x(k). Пусть это не так. Тогда ( U(x(0)), вне которой находится бесконечно много членов последовательности, из которых можно составить сходящуюся подпоследовательность x(km), lim x(km) = x ( U(x(0)). Очевидно lim y(km) = f(x) ( f(x(0)), но lim y(km) = lim y(k) = f(x(0)). Противоречие. ◄
Отображение f называется равномерно непрерывным, если 
( ε > 0 ( δ > 0 ( x, x’ ( X, |x – x’ | < δ ( | f(x) – f(x’)| < ε.

Непрерывное отображение компакта равномерно непрерывно.
►Пусть Х — компакт, f непрерывно. Тогда ( ε > 0 ( x ( X ( δx ( x’ ( X, |x’ – x| < δ ( |f(x’) – f(x)| < ε (непрерывность). Система U(x, δx) образует открытое покрытие компакта. Пусть δ — лебегово число этого покрытия, x’, x’’ — такие точки, что |x’ – x’’| < δ ( |f(x’) – f(x’’)| < |f(x’) – f(x)| + |f(x’’) – f(x)| < ε + ε = 2ε, т.е. f равномерно непрерывно.◄
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